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Mathematical Induction

6.1. Proof by Mathematical Induction
�,�Q���&�K�D�S�W�H�U�������Z�H���V�W�X�G�L�H�G���S�U�R�R�I���W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V���W�K�D�W���F�R�X�O�G���E�H���X�V�H�G���L�Q���U�H�D�V�R�Q�L�Q�J
�D�E�R�X�W���D�Q�\���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���W�R�S�L�F�����,�Q���W�K�L�V���F�K�D�S�W�H�U���Z�H�
�O�O���G�L�V�F�X�V�V���R�Q�H���P�R�U�H���S�U�R�R�I
�W�H�F�K�Q�L�T�X�H�����F�D�O�O�H�G��mathematical induction�����W�K�D�W���L�V���G�H�V�L�J�Q�H�G���I�R�U���S�U�R�Y�L�Q�J
�V�W�D�W�H�P�H�Q�W�V���D�E�R�X�W���Z�K�D�W���L�V���S�H�U�K�D�S�V���W�K�H���P�R�V�W���I�X�Q�G�D�P�H�Q�W�D�O���R�I���D�O�O���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O
�V�W�U�X�F�W�X�U�H�V�����W�K�H���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V�����5�H�F�D�O�O���W�K�D�W���W�K�H���V�H�W���R�I���D�O�O���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V���L�V
N��� ���^�����������������������������������`��

�6�X�S�S�R�V�H���\�R�X���Z�D�Q�W���W�R���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���H�Y�H�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U���K�D�V���V�R�P�H���S�U�R�S�H�U�W�\
P�����,�Q���R�W�K�H�U���Z�R�U�G�V�����\�R�X���Z�D�Q�W���W�R���V�K�R�Z���W�K�D�W���������������������������������D�O�O���K�D�Y�H���W�K�H���S�U�R�S�H�U�W�\��P��
�2�I���F�R�X�U�V�H�����W�K�H�U�H���D�U�H���L�Q�I�L�Q�L�W�H�O�\���P�D�Q�\���Q�X�P�E�H�U�V���L�Q���W�K�L�V���O�L�V�W�����V�R���\�R�X���F�D�Q�
�W���F�K�H�F�N
�R�Q�H���E�\���R�Q�H���W�K�D�W���W�K�H�\���D�O�O���K�D�Y�H���S�U�R�S�H�U�W�\��P�����7�K�H���N�H�\���L�G�H�D���E�H�K�L�Q�G���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O
�L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���L�V���W�K�D�W���W�R���O�L�V�W���D�O�O���W�K�H���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V���D�O�O���\�R�X���K�D�Y�H���W�R���G�R���L�V���V�W�D�U�W
�Z�L�W�K�������D�Q�G���U�H�S�H�D�W�H�G�O�\���D�G�G���������7�K�X�V�����\�R�X���F�D�Q���V�K�R�Z���W�K�D�W���H�Y�H�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U
�K�D�V���W�K�H���S�U�R�S�H�U�W�\��P���E�\���V�K�R�Z�L�Q�J���W�K�D�W�������K�D�V���S�U�R�S�H�U�W�\��P�����D�Q�G���W�K�D�W���Z�K�H�Q�H�Y�H�U���\�R�X
�D�G�G�������W�R���D���Q�X�P�E�H�U���W�K�D�W���K�D�V���S�U�R�S�H�U�W�\��P�����W�K�H���U�H�V�X�O�W�L�Q�J���Q�X�P�E�H�U���D�O�V�R���K�D�V
�S�U�R�S�H�U�W�\��P�����7�K�L�V���Z�R�X�O�G���J�X�D�U�D�Q�W�H�H���W�K�D�W�����D�V���\�R�X���J�R���W�K�U�R�X�J�K���W�K�H���O�L�V�W���R�I���D�O�O
�Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V�����V�W�D�U�W�L�Q�J���Z�L�W�K�������D�Q�G���U�H�S�H�D�W�H�G�O�\���D�G�G�L�Q�J���������H�Y�H�U�\���Q�X�P�E�H�U���\�R�X
�H�Q�F�R�X�Q�W�H�U���P�X�V�W���K�D�Y�H���S�U�R�S�H�U�W�\��P�����,�Q���R�W�K�H�U���Z�R�U�G�V�����D�O�O���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V���K�D�Y�H
�S�U�R�S�H�U�W�\��P�����+�H�U�H�����W�K�H�Q�����L�V���K�R�Z���W�K�H���P�H�W�K�R�G���R�I���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���Z�R�U�N�V��

To prove a goal of the form���‹n���“ ��N��P��n��:
�)�L�U�V�W���S�U�R�Y�H��P�����������D�Q�G���W�K�H�Q���S�U�R�Y�H���‹n���“ ��N��P����n�����0��P��n�����������������7�K�H���I�L�U�V�W���R�I

�W�K�H�V�H���S�U�R�R�I�V���L�V���V�R�P�H�W�L�P�H�V���F�D�O�O�H�G���W�K�H��base case���D�Q�G���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���W�K�H��induction
step��

Form of final proof:



�%�D�V�H���F�D�V�H�����>�3�U�R�R�I���R�I��P���������J�R�H�V���K�H�U�H���@
�,�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����>�3�U�R�R�I���R�I���‹n���“ ��N��P����n�����0��P��n���������������J�R�H�V���K�H�U�H���@

�: �H�
�O�O���V�D�\���P�R�U�H���D�E�R�X�W���W�K�H���M�X�V�W�L�I�L�F�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���P�H�W�K�R�G���R�I���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O
�L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���O�D�W�H�U�����E�X�W���I�L�U�V�W���O�H�W�
�V���O�R�R�N���D�W���D�Q���H�[�D�P�S�O�H���R�I���D���S�U�R�R�I���W�K�D�W���X�V�H�V
�P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q�����7�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���O�L�V�W���R�I���F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V���V�X�J�J�H�V�W�V���D
�V�X�U�S�U�L�V�L�Q�J���S�D�W�W�H�U�Q��

�7�K�H���J�H�Q�H�U�D�O���S�D�W�W�H�U�Q���D�S�S�H�D�U�V���W�R���E�H��

�: �L�O�O���W�K�L�V���S�D�W�W�H�U�Q���K�R�O�G���I�R�U���D�O�O���Y�D�O�X�H�V���R�I��n�"���/�H�W�
�V���V�H�H���L�I���Z�H���F�D�Q���S�U�R�Y�H���L�W��

Example 6.1.1.���3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���H�Y�H�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n�����������������������w���w���w������n��� 
��n�������9������

Scratch work
�2�X�U���J�R�D�O���L�V���W�R���S�U�R�Y�H���W�K�H���V�W�D�W�H�P�H�Q�W���‹n���“ ��N��P��n�������Z�K�H�U�H��P��n�����L�V���W�K�H

�V�W�D�W�H�P�H�Q�W���������������������w���w���w������n��� ����n�������9���������$�F�F�R�U�G�L�Q�J���W�R���R�X�U���V�W�U�D�W�H�J�\�����Z�H���F�D�Q���G�R
�W�K�L�V���E�\���S�U�R�Y�L�Q�J���W�Z�R���R�W�K�H�U���V�W�D�W�H�P�H�Q�W�V����P���������D�Q�G���‹n���“ ��N��P����n�����0��P��n��������������

�3�O�X�J�J�L�Q�J���L�Q�������I�R�U��n�����Z�H���V�H�H���W�K�D�W��P���������L�V���V�L�P�S�O�\���W�K�H���V�W�D�W�H�P�H�Q�W��������� ���������9������
�W�K�H���I�L�U�V�W���V�W�D�W�H�P�H�Q�W���L�Q���R�X�U���O�L�V�W���R�I���F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V�����7�K�H���S�U�R�R�I���R�I���W�K�L�V���L�V���H�D�V�\�������M�X�V�W
�G�R���W�K�H���D�U�L�W�K�P�H�W�L�F���W�R���Y�H�U�L�I�\���W�K�D�W���E�R�W�K���V�L�G�H�V���D�U�H���H�T�X�D�O���W�R���������2�I�W�H�Q���W�K�H���E�D�V�H���F�D�V�H
�R�I���D�Q���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���S�U�R�R�I���L�V���Y�H�U�\���H�D�V�\�����D�Q�G���W�K�H���R�Q�O�\���K�D�U�G���Z�R�U�N���L�Q���I�L�J�X�U�L�Q�J���R�X�W
�W�K�H���S�U�R�R�I���L�V���L�Q���F�D�U�U�\�L�Q�J���R�X�W���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S��

�)�R�U���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����Z�H���P�X�V�W���S�U�R�Y�H���‹n���“ ��N��P����n�����0��P��n�����������������2�I
�F�R�X�U�V�H�����D�O�O���R�I���W�K�H���S�U�R�R�I���W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V���G�L�V�F�X�V�V�H�G���L�Q���&�K�D�S�W�H�U�������F�D�Q���E�H���X�V�H�G���L�Q
�P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���S�U�R�R�I�V�����V�R���Z�H���F�D�Q���G�R���W�K�L�V���E�\���O�H�W�W�L�Q�J��n���E�H���D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\
�Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�����D�V�V�X�P�L�Q�J���W�K�D�W��P��n�����L�V���W�U�X�H�����D�Q�G���W�K�H�Q���S�U�R�Y�L�Q�J���W�K�D�W��P��n�������������L�V
�W�U�X�H�����,�Q���R�W�K�H�U���Z�R�U�G�V�����Z�H�
�O�O���O�H�W��n���E�H���D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�����D�V�V�X�P�H���W�K�D�W



�������������������w���w���w������n��� ����n�������9���������D�Q�G���W�K�H�Q���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���������������������w���w���w������n������� ����n�������9
�������7�K�L�V���J�L�Y�H�V���X�V���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���J�L�Y�H�Q�V���D�Q�G���J�R�D�O��

�&�O�H�D�U�O�\���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���J�L�Y�H�Q���L�V���V�L�P�L�O�D�U���W�R���W�K�H���J�R�D�O�����,�V���W�K�H�U�H���V�R�P�H���Z�D�\���W�R���V�W�D�U�W
�Z�L�W�K���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���J�L�Y�H�Q���D�Q�G���G�H�U�L�Y�H���W�K�H���J�R�D�O���X�V�L�Q�J���D�O�J�H�E�U�D�L�F���V�W�H�S�V�"���7�K�H���N�H�\���W�R
�W�K�H���S�U�R�R�I���L�V���W�R���U�H�F�R�J�Q�L�]�H���W�K�D�W���W�K�H���O�H�I�W���V�L�G�H���R�I���W�K�H���H�T�X�D�W�L�R�Q���L�Q���W�K�H���J�R�D�O���L�V
�H�[�D�F�W�O�\���W�K�H���V�D�P�H���D�V���W�K�H���O�H�I�W���V�L�G�H���R�I���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���J�L�Y�H�Q�����E�X�W���Z�L�W�K���W�K�H���H�[�W�U�D���W�H�U�P
��n�������D�G�G�H�G���R�Q�����6�R���O�H�W�
�V���W�U�\���D�G�G�L�Q�J����n�������W�R���E�R�W�K���V�L�G�H�V���R�I���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���J�L�Y�H�Q��
�7�K�L�V���J�L�Y�H�V���X�V

�R�U���L�Q���R�W�K�H�U���Z�R�U�G�V��

�7�K�L�V���L�V���W�K�H���J�R�D�O�����V�R���Z�H���D�U�H���G�R�Q�H��

Solution

Theorem.��For every natural number n,���������������������w���w���w������n��� ����n�������9������

Proof.���: �H���X�V�H���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q��
�%�D�V�H���F�D�V�H�����6�H�W�W�L�Q�J��n��� ���������Z�H���J�H�W��������� ������� ���������9�������D�V���U�H�T�X�L�U�H�G��
�,�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����/�H�W��n���E�H���D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U���D�Q�G���V�X�S�S�R�V�H���W�K�D�W������

�������������w���w���w������n��� ����n�������9���������7�K�H�Q

�y



�'�R�H�V���W�K�H���S�U�R�R�I���L�Q���(�[�D�P�S�O�H���������������F�R�Q�Y�L�Q�F�H���\�R�X���W�K�D�W���W�K�H���H�T�X�D�W�L�R�Q��������������������
�w���w���w��������n��� ����n�������9���������Z�K�L�F�K���Z�H���F�D�O�O�H�G��P��n�����L�Q���R�X�U���V�F�U�D�W�F�K���Z�R�U�N�����L�V���W�U�X�H���I�R�U���D�O�O
�Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V��n�"���: �H�O�O�����F�H�U�W�D�L�Q�O�\��P���������L�V���W�U�X�H�����V�L�Q�F�H���Z�H���F�K�H�F�N�H�G���W�K�D�W
�H�[�S�O�L�F�L�W�O�\���L�Q���W�K�H���E�D�V�H���F�D�V�H���R�I���W�K�H���S�U�R�R�I�����,�Q���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S���Z�H���V�K�R�Z�H�G���W�K�D�W
�‹n���“ ��N��P����n�����0��P��n�����������������V�R���Z�H���N�Q�R�Z���W�K�D�W���I�R�U���H�Y�H�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n��
P��n�����0��P��n���������������)�R�U���H�[�D�P�S�O�H�����S�O�X�J�J�L�Q�J���L�Q��n��� �������Z�H���F�D�Q���F�R�Q�F�O�X�G�H���W�K�D�W��P������
�0��P�����������%�X�W���Q�R�Z���Z�H���N�Q�R�Z���W�K�D�W���E�R�W�K��P���������D�Q�G��P���������0��P���������D�U�H���W�U�X�H�����V�R
�D�S�S�O�\�L�Q�J���P�R�G�X�V���S�R�Q�H�Q�V���Z�H���F�D�Q���F�R�Q�F�O�X�G�H���W�K�D�W��P���������L�V���W�U�X�H���W�R�R�����6�L�P�L�O�D�U�O�\��
�S�O�X�J�J�L�Q�J���L�Q��n��� �������L�Q���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S���Z�H���J�H�W��P���������0��P�����������V�R���D�S�S�O�\�L�Q�J
�P�R�G�X�V���S�R�Q�H�Q�V���W�R���W�K�H���V�W�D�W�H�P�H�Q�W�V��P���������D�Q�G��P���������0��P���������Z�H���F�D�Q���F�R�Q�F�O�X�G�H���W�K�D�W
P���������L�V���W�U�X�H�����6�H�W�W�L�Q�J��n��� �������L�Q���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S���Z�H���J�H�W��P���������0��P�����������V�R���E�\
�P�R�G�X�V���S�R�Q�H�Q�V����P���������L�V���W�U�X�H�����&�R�Q�W�L�Q�X�L�Q�J���L�Q���W�K�L�V���Z�D�\�����\�R�X���V�K�R�X�O�G���E�H���D�E�O�H���W�R
�V�H�H���W�K�D�W���E�\���U�H�S�H�D�W�H�G�O�\���D�S�S�O�\�L�Q�J���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S���\�R�X���F�D�Q���V�K�R�Z���W�K�D�W��P��n��
�P�X�V�W���E�H���W�U�X�H���I�R�U���H�Y�H�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n�����,�Q���R�W�K�H�U���Z�R�U�G�V�����W�K�H���S�U�R�R�I���U�H�D�O�O�\
�G�R�H�V���V�K�R�Z���W�K�D�W���‹n���“ ��N��P��n����

�$�V���Z�H���V�D�Z���L�Q�� �W�K�H���O�D�V�W���H�[�D�P�S�O�H�����W�K�H���K�D�U�G�H�V�W���S�D�U�W���R�I���D���S�U�R�R�I���E�\
�P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���L�V���X�V�X�D�O�O�\���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����L�Q���Z�K�L�F�K���\�R�X���P�X�V�W
�S�U�R�Y�H���W�K�H���V�W�D�W�H�P�H�Q�W���‹n���“ ��N��P����n�����0��P��n�����������������,�W���L�V���X�V�X�D�O�O�\���E�H�V�W���W�R���G�R���W�K�L�V
�E�\���O�H�W�W�L�Q�J��n���E�H���D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�����D�V�V�X�P�L�Q�J��P��n�����L�V���W�U�X�H�����D�Q�G���W�K�H�Q
�S�U�R�Y�L�Q�J���W�K�D�W��P��n�������������L�V���W�U�X�H�����7�K�H���D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q���W�K�D�W��P��n�����L�V���W�U�X�H���L�V���V�R�P�H�W�L�P�H�V
�F�D�O�O�H�G���W�K�H��inductive hypothesis�����D�Q�G���W�K�H���N�H�\���W�R���W�K�H���S�U�R�R�I���L�V���X�V�X�D�O�O�\���W�R���Z�R�U�N
�R�X�W���V�R�P�H���U�H�O�D�W�L�R�Q�V�K�L�S���E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�Y�H���K�\�S�R�W�K�H�V�L�V��P��n�����D�Q�G���W�K�H���J�R�D�O
P��n������������

�+�H�U�H�
�V���D�Q�R�W�K�H�U���H�[�D�P�S�O�H���R�I���D���S�U�R�R�I���E�\���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q��

Example 6.1.2.���3�U�R�Y�H���W�K�D�W���‹n���“ ��N�������_����n�����9��n������

Scratch work

�$�V���X�V�X�D�O�����W�K�H���E�D�V�H���F�D�V�H���L�V���H�D�V�\���W�R���F�K�H�F�N�����7�K�H���G�H�W�D�L�O�V���D�U�H���J�L�Y�H�Q���L�Q���W�K�H
�I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���S�U�R�R�I�����)�R�U���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����Z�H���O�H�W��n���E�H���D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\���Q�D�W�X�U�D�O
�Q�X�P�E�H�U���D�Q�G���D�V�V�X�P�H���W�K�D�W�������_����n�����9��n�������D�Q�G���Z�H���P�X�V�W���S�U�R�Y�H���W�K�D�W�������_������n���������������9
��n�����������������)�L�O�O�L�Q�J���L�Q���W�K�H���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���R�I��divides�����Z�H���F�D�Q���V�X�P���X�S���R�X�U���V�L�W�X�D�W�L�R�Q���D�V
�I�R�O�O�R�Z�V��



�7�K�H���V�H�F�R�Q�G���J�L�Y�H�Q���L�V���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�Y�H���K�\�S�R�W�K�H�V�L�V�����D�Q�G���Z�H���Q�H�H�G���W�R���I�L�J�X�U�H���R�X�W
�K�R�Z���L�W���F�D�Q���E�H���X�V�H�G���W�R���H�V�W�D�E�O�L�V�K���W�K�H���J�R�D�O��

�$�F�F�R�U�G�L�Q�J���W�R���R�X�U���W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V���I�R�U���G�H�D�O�L�Q�J���Z�L�W�K���H�[�L�V�W�H�Q�W�L�D�O���T�X�D�Q�W�L�I�L�H�U�V���L�Q
�S�U�R�R�I�V�����W�K�H���E�H�V�W���W�K�L�Q�J���W�R���G�R���I�L�U�V�W���L�V���W�R���X�V�H���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���J�L�Y�H�Q���D�Q�G���O�H�W��k���V�W�D�Q�G���I�R�U
�D���S�D�U�W�L�F�X�O�D�U���L�Q�W�H�J�H�U���V�X�F�K���W�K�D�W����k��� ��n�����9��n�����7�R���F�R�P�S�O�H�W�H���W�K�H���S�U�R�R�I���Z�H�
�O�O���Q�H�H�G
�W�R���I�L�Q�G���D�Q���L�Q�W�H�J�H�U��j�����Z�K�L�F�K���Z�L�O�O���S�U�R�E�D�E�O�\���E�H���U�H�O�D�W�H�G���W�R��k���L�Q���V�R�P�H���Z�D�\�����V�X�F�K
�W�K�D�W����j��� ����n���������������9����n���������������: �H���H�[�S�D�Q�G���W�K�H���U�L�J�K�W���V�L�G�H���R�I���W�K�L�V���H�T�X�D�W�L�R�Q��
�O�R�R�N�L�Q�J���I�R�U���V�R�P�H���Z�D�\���W�R���U�H�O�D�W�H���L�W���W�R���W�K�H���J�L�Y�H�Q���H�T�X�D�W�L�R�Q����k��� ��n�����9��n��

�,�W���V�K�R�X�O�G���Q�R�Z���E�H���F�O�H�D�U���W�K�D�W���Z�H���F�D�Q���F�R�P�S�O�H�W�H���W�K�H���S�U�R�R�I���E�\���O�H�W�W�L�Q�J��j��� ��k������n������
n�����$�V���L�Q���V�L�P�L�O�D�U���H�D�U�O�L�H�U���S�U�R�R�I�V�����Z�H���G�R�Q�
�W���E�R�W�K�H�U���W�R���P�H�Q�W�L�R�Q��j���L�Q���W�K�H���S�U�R�R�I��

Solution

Theorem.��For every natural number n,�������_����n�����9��n����

Proof.���: �H���X�V�H���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q��
�%�D�V�H���F�D�V�H�����,�I��n��� ���������W�K�H�Q��n�����9��n��� ������� �������w���������V�R�������_����n�����9��n����
�,�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����/�H�W��n���E�H���D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U���D�Q�G���V�X�S�S�R�V�H�������_����n�����9

n�������7�K�H�Q���Z�H���F�D�Q���F�K�R�R�V�H���D�Q���L�Q�W�H�J�H�U��k���V�X�F�K���W�K�D�W����k��� ��n�����9��n�����7�K�X�V��

�7�K�H�U�H�I�R�U�H�������_������n���������������9����n�����������������D�V���U�H�T�X�L�U�H�G��
�y



�2�Q�F�H���\�R�X���X�Q�G�H�U�V�W�D�Q�G���Z�K�\���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���Z�R�U�N�V�����\�R�X���V�K�R�X�O�G���E�H
�D�E�O�H���W�R���X�Q�G�H�U�V�W�D�Q�G���S�U�R�R�I�V���W�K�D�W���L�Q�Y�R�O�Y�H���V�P�D�O�O���Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V���R�Q���W�K�H���P�H�W�K�R�G���R�I
�L�Q�G�X�F�W�L�R�Q�����7�K�H���Q�H�[�W���H�[�D�P�S�O�H���L�O�O�X�V�W�U�D�W�H�V���V�X�F�K���D���Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�����,�Q���W�K�L�V���H�[�D�P�S�O�H
�Z�H�
�O�O���W�U�\���W�R���I�L�J�X�U�H���R�X�W���Z�K�L�F�K���L�V���O�D�U�J�H�U����n�����R�U����n�����/�H�W�
�V���W�U�\���R�X�W���D���I�H�Z���Y�D�O�X�H�V���R�I
n��

�,�W�
�V���D���F�O�R�V�H���U�D�F�H���D�W���I�L�U�V�W�����E�X�W���V�W�D�U�W�L�Q�J���Z�L�W�K��n��� ���������L�W���O�R�R�N�V���O�L�N�H����n���L�V���W�D�N�L�Q�J���D
�G�H�F�L�V�L�Y�H���O�H�D�G���R�Y�H�U��n�������&�D�Q���Z�H���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���L�W���Z�L�O�O���V�W�D�\���D�K�H�D�G���I�R�U���O�D�U�J�H�U���Y�D�O�X�H�V
�R�I��n�"

Example 6.1.3.���3�U�R�Y�H���W�K�D�W���‹n���C��������n���!��n������

Scratch work

�: �H���D�U�H���R�Q�O�\���L�Q�W�H�U�H�V�W�H�G���L�Q���S�U�R�Y�L�Q�J���W�K�H���L�Q�H�T�X�D�O�L�W�\����n���!��n�����I�R�U��n���C���������7�K�X�V�����L�W
�Z�R�X�O�G���P�D�N�H���Q�R���V�H�Q�V�H���W�R���X�V�H��n��� �������L�Q���W�K�H���E�D�V�H���F�D�V�H���R�I���R�X�U���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���S�U�R�R�I��
�: �H�
�O�O���W�D�N�H��n��� �������D�V���W�K�H���E�D�V�H���F�D�V�H���I�R�U���R�X�U���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���U�D�W�K�H�U���W�K�D�Q��n��� ���������2�Q�F�H
�Z�H�
�Y�H���F�K�H�F�N�H�G���W�K�D�W���W�K�H���L�Q�H�T�X�D�O�L�W�\���K�R�O�G�V���Z�K�H�Q��n��� ���������W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S���Z�L�O�O
�V�K�R�Z���W�K�D�W���W�K�H���L�Q�H�T�X�D�O�L�W�\���P�X�V�W���F�R�Q�W�L�Q�X�H���W�R���K�R�O�G���L�I�����V�W�D�U�W�L�Q�J���Z�L�W�K��n��� ���������Z�H
�U�H�S�H�D�W�H�G�O�\���D�G�G�������W�R��n�����7�K�X�V�����L�W���P�X�V�W���D�O�V�R���K�R�O�G���I�R�U��n��� �������������������������������������,�Q���R�W�K�H�U
�Z�R�U�G�V�����Z�H�
�O�O���E�H���D�E�O�H���W�R���F�R�Q�F�O�X�G�H���W�K�D�W���W�K�H���L�Q�H�T�X�D�O�L�W�\���K�R�O�G�V���I�R�U���D�O�O��n���C������

�7�K�H���E�D�V�H���F�D�V�H��n��� �������K�D�V���D�O�U�H�D�G�\���E�H�H�Q���F�K�H�F�N�H�G���L�Q���W�K�H���W�D�E�O�H�����)�R�U���W�K�H
�L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����Z�H���O�H�W��n���C�������E�H���D�U�E�L�W�U�D�U�\�����D�V�V�X�P�H����n���!��n�������D�Q�G���W�U�\���W�R���S�U�R�Y�H
�W�K�D�W����n�������!����n�����������������+�R�Z���F�D�Q���Z�H���U�H�O�D�W�H���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�Y�H���K�\�S�R�W�K�H�V�L�V���W�R���W�K�H���J�R�D�O�"
�3�H�U�K�D�S�V���W�K�H���V�L�P�S�O�H�V�W���U�H�O�D�W�L�R�Q�V�K�L�S���L�Q�Y�R�O�Y�H�V���W�K�H���O�H�I�W���V�L�G�H�V���R�I���W�K�H���W�Z�R
�L�Q�H�T�X�D�O�L�W�L�H�V������n������� �������w����n�����7�K�X�V�����P�X�O�W�L�S�O�\�L�Q�J���E�R�W�K���V�L�G�H�V���R�I���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�Y�H
�K�\�S�R�W�K�H�V�L�V����n���!��n�����E�\���������Z�H���F�D�Q���F�R�Q�F�O�X�G�H���W�K�D�W����n�������!����n�������1�R�Z���F�R�P�S�D�U�H���W�K�L�V
�L�Q�H�T�X�D�O�L�W�\���W�R���W�K�H���J�R�D�O������n�������!����n�����������������,�I���Z�H���F�R�X�O�G���S�U�R�Y�H���W�K�D�W����n�����C����n��������������



�W�K�H�Q���W�K�H���J�R�D�O���Z�R�X�O�G���I�R�O�O�R�Z���H�D�V�L�O�\�����6�R���O�H�W�
�V���I�R�U�J�H�W���D�E�R�X�W���W�K�H���R�U�L�J�L�Q�D�O���J�R�D�O���D�Q�G
�V�H�H���L�I���Z�H���F�D�Q���S�U�R�Y�H���W�K�D�W����n�����C����n��������������

�0�X�O�W�L�S�O�\�L�Q�J���R�X�W���W�K�H���U�L�J�K�W���V�L�G�H���R�I���W�K�H���Q�H�Z���J�R�D�O���Z�H���V�H�H���W�K�D�W���Z�H���P�X�V�W���S�U�R�Y�H
�W�K�D�W����n�����C��n��������n���������R�U���L�Q���R�W�K�H�U���Z�R�U�G�V��n�����C����n���������7�K�L�V���L�V�Q�
�W���K�D�U�G���W�R���S�U�R�Y�H��
�6�L�Q�F�H���Z�H�
�Y�H���D�V�V�X�P�H�G���W�K�D�W��n���C���������L�W���I�R�O�O�R�Z�V���W�K�D�W��n�����C����n��� ����n��������n���!����n����������

Solution

Theorem.��For every natural number n���C����,����n���!��n����

Proof.���%�\���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q��
�%�D�V�H���F�D�V�H�����:�K�H�Q��n��� �������Z�H���K�D�Y�H����n��� ���������!��������� ��n����
�,�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����/�H�W��n���C�������E�H���D�U�E�L�W�U�D�U�\�����D�Q�G���V�X�S�S�R�V�H���W�K�D�W����n���!��n�������7�K�H�Q

�y

Exercises
�
���� �3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O��n���“ ��N���������������������������w���w���w����n��� ��n��n����������������

���� �3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O��n���“ ��N���������������������������������w���w���w����n����� ��n��n��������������n����������������

�
���� �3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O��n���“ ��N���������������������������������w���w���w����n����� ���>n��n���������������@����

���� �)�L�Q�G���D���I�R�U�P�X�O�D���I�R�U�������������������������w���w���w��������n���9�����������I�R�U��n���C���������D�Q�G���S�U�R�Y�H���W�K�D�W
�\�R�X�U���I�R�U�P�X�O�D���L�V���F�R�U�U�H�F�W�������+�L�Q�W�����)�L�U�V�W���W�U�\���V�R�P�H���S�D�U�W�L�F�X�O�D�U���Y�D�O�X�H�V���R�I��n���D�Q�G
�O�R�R�N���I�R�U���D���S�D�W�W�H�U�Q����

���� �3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O��n���“ ��N���������w���������������w���������������w�����������w���w���w������n��n������������� ��n��n����������
��n����������������



���� �)�L�Q�G���D���I�R�U�P�X�O�D���I�R�U�������w�������w���������������w�������w���������������w�������w���������w���w���w����n��n������������n������������
�I�R�U��n���“ ��N�����D�Q�G���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���\�R�X�U���I�R�U�P�X�O�D���L�V���F�R�U�U�H�F�W�������+�L�Q�W�����&�R�P�S�D�U�H���W�K�L�V
�H�[�H�U�F�L�V�H���W�R���H�[�H�U�F�L�V�H�V�������D�Q�G���������D�Q�G���W�U�\���W�R���J�X�H�V�V���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D����

�
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Theorem.��Suppose R is a partial order on a set A. Then every finite,
nonempty set B��
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Solution

Theorem.��Suppose A is a finite set and R is a partial order on A. Then there
is a total order T on A such that R��
� ��T��
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Theorem.��For all n���C����, if n distinct points on a circle are connected in
consecutive order with straight lines, then the interior angles of the
resulting polygon add up to����n���9�������������†��

Proof.���: �H���X�V�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���R�Q��n��
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Figure 6.2.

Example 6.2.4.���3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�Q�\���S�R�V�L�W�L�Y�H���L�Q�W�H�J�H�U��n�����D����n���—����n���V�T�X�D�U�H���J�U�L�G
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Scratch work
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Figure 6.3.
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Figure 6.4.
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Solution



Theorem.��For any positive integer n, a����n���—����n square grid with any one
square removed can be covered with L-shaped tiles.
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Figure 6.5.
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�G�L�I�I�H�U�H�Q�W���I�U�R�P���E�R�W�K��a�����D�Q�G��a�������7�K�H�Q��a�����“ ��A�����D�Q�G��a�����“ ��A�������V�R��f��a������� ��c��

�D�Q�G��f��a������� ��c�������7�K�H�U�H�I�R�U�H��c����� ��c�������V�R��f��a������� ��c�������D�V���U�H�T�X�L�U�H�G��



�y

6.3. Recursion
�,�Q���&�K�D�S�W�H�U�������Z�H���O�H�D�U�Q�H�G���W�R���S�U�R�Y�H���V�W�D�W�H�P�H�Q�W�V���R�I���W�K�H���I�R�U�P���‹nP����n�����E�\���O�H�W�W�L�Q�J
n���E�H���D�U�E�L�W�U�D�U�\���D�Q�G���S�U�R�Y�L�Q�J��P��n�������,�Q���W�K�L�V���F�K�D�S�W�H�U���Z�H�
�Y�H���O�H�D�U�Q�H�G���D�Q�R�W�K�H�U
�P�H�W�K�R�G���I�R�U���S�U�R�Y�L�Q�J���V�X�F�K���V�W�D�W�H�P�H�Q�W�V�����Z�K�H�Q��n�� �U�D�Q�J�H�V���R�Y�H�U���W�K�H���Q�D�W�X�U�D�O
�Q�X�P�E�H�U�V�����S�U�R�Y�H��P�����������D�Q�G���W�K�H�Q���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�Q�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n�����L�I��P��n��
�L�V���W�U�X�H���W�K�H�Q���V�R���L�V��P��n���������������2�Q�F�H���Z�H���K�D�Y�H���S�U�R�Y�H�Q���W�K�H�V�H���V�W�D�W�H�P�H�Q�W�V�����Z�H���F�D�Q
�U�X�Q���W�K�U�R�X�J�K���D�O�O���W�K�H���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V���L�Q���R�U�G�H�U���D�Q�G���V�H�H���W�K�D�W��P���P�X�V�W���E�H���W�U�X�H���R�I
�D�O�O���R�I���W�K�H�P��

�: �H���F�D�Q���X�V�H���D���V�L�P�L�O�D�U���L�G�H�D���W�R���L�Q�W�U�R�G�X�F�H���D���Q�H�Z���Z�D�\���R�I���G�H�I�L�Q�L�Q�J���I�X�Q�F�W�L�R�Q�V��
�,�Q���&�K�D�S�W�H�U���������Z�H���X�V�X�D�O�O�\���G�H�I�L�Q�H�G���D���I�X�Q�F�W�L�R�Q��f���E�\���V�D�\�L�Q�J���K�R�Z���W�R���F�R�P�S�X�W�H��f��n��
�I�R�U���D�Q�\��n���L�Q���W�K�H���G�R�P�D�L�Q���R�I��f�����,�I���W�K�H���G�R�P�D�L�Q���R�I��f���L�V���W�K�H���V�H�W���R�I���D�O�O���Q�D�W�X�U�D�O
�Q�X�P�E�H�U�V�����D�Q���D�O�W�H�U�Q�D�W�L�Y�H���P�H�W�K�R�G���W�R���G�H�I�L�Q�H��f���Z�R�X�O�G���E�H���W�R���V�D�\���Z�K�D�W��f���������L�V���D�Q�G
�W�K�H�Q�����I�R�U���D�Q�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n�����V�D�\���K�R�Z���Z�H���F�R�X�O�G���F�R�P�S�X�W�H��f��n�������������L�I���Z�H
�D�O�U�H�D�G�\���N�Q�H�Z���W�K�H���Y�D�O�X�H���R�I��f��n�������6�X�F�K���D���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���Z�R�X�O�G���H�Q�D�E�O�H���X�V���W�R���U�X�Q
�W�K�U�R�X�J�K���D�O�O���W�K�H���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V���L�Q���R�U�G�H�U���F�R�P�S�X�W�L�Q�J���W�K�H���L�P�D�J�H���R�I���H�D�F�K���R�Q�H
�X�Q�G�H�U��f��

�)�R�U���H�[�D�P�S�O�H�����Z�H���P�L�J�K�W���X�V�H���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���H�T�X�D�W�L�R�Q�V���W�R���G�H�I�L�Q�H���D���I�X�Q�F�W�L�R�Q��f
�Z�L�W�K���G�R�P�D�L�Q��N��

�7�K�H���V�H�F�R�Q�G���H�T�X�D�W�L�R�Q���W�H�O�O�V���X�V���K�R�Z���W�R���F�R�P�S�X�W�H��f��n���������������E�X�W���R�Q�O�\���L�I���Z�H
�D�O�U�H�D�G�\���N�Q�R�Z���W�K�H���Y�D�O�X�H���R�I��f��n�������7�K�X�V�����D�O�W�K�R�X�J�K���Z�H���F�D�Q�Q�R�W���X�V�H���W�K�L�V���H�T�X�D�W�L�R�Q
�W�R���W�H�O�O���X�V���G�L�U�H�F�W�O�\���Z�K�D�W���W�K�H���L�P�D�J�H���R�I���D�Q�\���Q�X�P�E�H�U���L�V���X�Q�G�H�U��f�����Z�H��can���X�V�H���L�W���W�R
�U�X�Q���W�K�U�R�X�J�K���D�O�O���W�K�H���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V���L�Q���R�U�G�H�U���D�Q�G���F�R�P�S�X�W�H���W�K�H�L�U���L�P�D�J�H�V��

�: �H���V�W�D�U�W���Z�L�W�K��f�����������Z�K�L�F�K���Z�H���N�Q�R�Z���I�U�R�P���W�K�H���I�L�U�V�W���H�T�X�D�W�L�R�Q���L�V���H�T�X�D�O���W�R������
�3�O�X�J�J�L�Q�J���L�Q��n��� �������L�Q���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���H�T�X�D�W�L�R�Q�����Z�H���V�H�H���W�K�D�W��f��������� �������w��f��������� �������w������� 
�������V�R���Z�H�
�Y�H���G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G���W�K�H���Y�D�O�X�H���R�I��f�����������%�X�W���Q�R�Z���W�K�D�W���Z�H���N�Q�R�Z���W�K�D�W��f��������� 
�������Z�H���F�D�Q���X�V�H���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���H�T�X�D�W�L�R�Q���D�J�D�L�Q���W�R���F�R�P�S�X�W�H��f�����������3�O�X�J�J�L�Q�J���L�Q��n��� ����
�L�Q���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���H�T�X�D�W�L�R�Q�����Z�H���I�L�Q�G���W�K�D�W��f��������� �������w��f��������� �������w������� ���������6�L�P�L�O�D�U�O�\��
�V�H�W�W�L�Q�J��n��� �������L�Q���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���H�T�X�D�W�L�R�Q���Z�H���J�H�W��f��������� �����wf��������� �����w����� ������
�&�R�Q�W�L�Q�X�L�Q�J���L�Q���W�K�L�V���Z�D�\���Z�H���F�D�Q���F�R�P�S�X�W�H��f��n�����I�R�U���D�Q�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n�����7�K�X�V��



�W�K�H���W�Z�R���H�T�X�D�W�L�R�Q�V���U�H�D�O�O�\���G�R���J�L�Y�H���X�V���D���U�X�O�H���W�K�D�W���G�H�W�H�U�P�L�Q�H�V���D���X�Q�L�T�X�H���Y�D�O�X�H
f��n�����I�R�U���H�D�F�K���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n�����V�R���W�K�H�\���G�H�I�L�Q�H���D���I�X�Q�F�W�L�R�Q��f���Z�L�W�K���G�R�P�D�L�Q��N��
�'�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q�V���R�I���W�K�L�V���N�L�Q�G���D�U�H���F�D�O�O�H�G��recursive���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q�V��

�6�R�P�H�W�L�P�H�V���Z�H�
�O�O���Z�R�U�N���E�D�F�N�Z�D�U�G�V���Z�K�H�Q���X�V�L�Q�J���D���U�H�F�X�U�V�L�Y�H���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���W�R
�H�Y�D�O�X�D�W�H���D���I�X�Q�F�W�L�R�Q�����)�R�U���H�[�D�P�S�O�H�����V�X�S�S�R�V�H���Z�H���Z�D�Q�W���W�R���F�R�P�S�X�W�H��f�����������Z�K�H�U�H��f
�L�V���W�K�H���I�X�Q�F�W�L�R�Q���M�X�V�W���G�H�I�L�Q�H�G�����$�F�F�R�U�G�L�Q�J���W�R���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���H�T�X�D�W�L�R�Q���L�Q���W�K�H
�G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���R�I��f����f��������� �������w��f�����������V�R���W�R���F�R�P�S�O�H�W�H���W�K�H���F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q���Z�H���P�X�V�W
�F�R�P�S�X�W�H��f�����������8�V�L�Q�J���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���H�T�X�D�W�L�R�Q���D�J�D�L�Q�����Z�H���I�L�Q�G���W�K�D�W��f��������� �������w��f��������
�V�R���Z�H���P�X�V�W���F�R�P�S�X�W�H��f�����������&�R�Q�W�L�Q�X�L�Q�J���L�Q���W�K�L�V���Z�D�\���O�H�D�G�V���W�R���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J
�F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q��

�3�H�U�K�D�S�V���Q�R�Z���\�R�X���U�H�F�R�J�Q�L�]�H���W�K�H���I�X�Q�F�W�L�R�Q��f�����)�R�U���D�Q�\���S�R�V�L�W�L�Y�H���L�Q�W�H�J�H�U��n����f��n��
� ��n���w����n���9���������w����n���9���������w���w���w���������D�Q�G��f��������� ���������7�K�H���Q�X�P�E�H�U��f��n�����L�V���F�D�O�O�H�G��n
factorial�����D�Q�G���L�V���G�H�Q�R�W�H�G��n���������5�H�F�D�O�O���W�K�D�W���Z�H���X�V�H�G���W�K�L�V���Q�R�W�D�W�L�R�Q���L�Q���R�X�U���S�U�R�R�I
�R�I���7�K�H�R�U�H�P�������������������)�R�U���H�[�D�P�S�O�H����������� �������������2�I�W�H�Q�����L�I���D���I�X�Q�F�W�L�R�Q���F�D�Q���E�H
�Z�U�L�W�W�H�Q���D�V���D���I�R�U�P�X�O�D���Z�L�W�K���D�Q���H�O�O�L�S�V�L�V�������������������L�Q���L�W�����W�K�H�Q���W�K�H���X�V�H���R�I���W�K�H���H�O�O�L�S�V�L�V
�F�D�Q���E�H���D�Y�R�L�G�H�G���E�\���J�L�Y�L�Q�J���D���U�H�F�X�U�V�L�Y�H���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���I�R�U���W�K�H���I�X�Q�F�W�L�R�Q�����6�X�F�K���D
�G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���L�V���X�V�X�D�O�O�\���H�D�V�L�H�U���W�R���Z�R�U�N���Z�L�W�K��

�0�D�Q�\���I�D�P�L�O�L�D�U���I�X�Q�F�W�L�R�Q�V���D�U�H���P�R�V�W���H�D�V�L�O�\���G�H�I�L�Q�H�G���X�V�L�Q�J���U�H�F�X�U�V�L�Y�H
�G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q�V�����)�R�U���H�[�D�P�S�O�H�����I�R�U���D�Q�\���Q�X�P�E�H�U��a�����Z�H���F�R�X�O�G���G�H�I�L�Q�H��an���Z�L�W�K���W�K�H
�I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���U�H�F�X�U�V�L�Y�H���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q��

�8�V�L�Q�J���W�K�L�V���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q�����Z�H���Z�R�X�O�G���F�R�P�S�X�W�H��a�����O�L�N�H���W�K�L�V��



�)�R�U���D�Q�R�W�K�H�U���H�[�D�P�S�O�H�����F�R�Q�V�L�G�H�U���W�K�H���V�X�P���������������������������������w���w���w��������n�����Z�K�L�F�K
�D�S�S�H�D�U�H�G���L�Q���W�K�H���I�L�U�V�W���H�[�D�P�S�O�H���R�I���W�K�L�V���F�K�D�S�W�H�U�����7�K�H���H�O�O�L�S�V�L�V���V�X�J�J�H�V�W�V���W�K�D�W���Z�H
�P�L�J�K�W���E�H���D�E�O�H���W�R���X�V�H���D���U�H�F�X�U�V�L�Y�H���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q�����,�I���Z�H���O�H�W��f��n����� ���������������������������w���w���w��
��n�����W�K�H�Q���Q�R�W�L�F�H���W�K�D�W���I�R�U���H�Y�H�U�\��n���“ ��N����f��n��������� ������������ �������� �������w���w���w����n������n������� 

f��n����������n���������7�K�X�V�����Z�H���F�R�X�O�G���G�H�I�L�Q�H��f���U�H�F�X�U�V�L�Y�H�O�\���D�V���I�R�O�O�R�Z�V��

�$�V���D���F�K�H�F�N���W�K�D�W���W�K�L�V���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���L�V���U�L�J�K�W�����O�H�W�
�V���W�U�\���L�W���R�X�W���L�Q���W�K�H���F�D�V�H��n��� ������

�6�X�P�V���V�X�F�K���D�V���W�K�H���R�Q�H���L�Q���W�K�H���O�D�V�W���H�[�D�P�S�O�H���F�R�P�H���X�S���R�I�W�H�Q���H�Q�R�X�J�K���W�K�D�W���W�K�H�U�H
�L�V���D���V�S�H�F�L�D�O���Q�R�W�D�W�L�R�Q���I�R�U���W�K�H�P�����,�I��a������a����������������������an���L�V���D���O�L�V�W���R�I���Q�X�P�E�H�U�V�����W�K�H�Q���W�K�H
�V�X�P���R�I���W�K�H�V�H���Q�X�P�E�H�U�V���L�V���Z�U�L�W�W�H�Q�����7�K�L�V���L�V���U�H�D�G�����W�K�H���V�X�P���D�V��i���J�R�H�V
�I�U�R�P�������W�R��n���R�I��ai�������)�R�U���H�[�D�P�S�O�H�����Z�H���F�D�Q���X�V�H���W�K�L�V���Q�R�W�D�W�L�R�Q���W�R���Z�U�L�W�H���W�K�H���V�X�P���L�Q
�W�K�H���O�D�V�W���H�[�D�P�S�O�H��

�0�R�U�H���J�H�Q�H�U�D�O�O�\�����L�I��n���C��m�����W�K�H�Q



�)�R�U���H�[�D�P�S�O�H��

�7�K�H���O�H�W�W�H�U��i���L�Q���W�K�H�V�H���I�R�U�P�X�O�D�V���L�V���D���E�R�X�Q�G���Y�D�U�L�D�E�O�H���D�Q�G���W�K�H�U�H�I�R�U�H���F�D�Q���E�H
�U�H�S�O�D�F�H�G���E�\���D���Q�H�Z���Y�D�U�L�D�E�O�H���Z�L�W�K�R�X�W���F�K�D�Q�J�L�Q�J���W�K�H���P�H�D�Q�L�Q�J���R�I���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D��

�1�R�Z���O�H�W�
�V���W�U�\���J�L�Y�L�Q�J���D���U�H�F�X�U�V�L�Y�H���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���I�R�U���W�K�L�V���Q�R�W�D�W�L�R�Q�����: �H���O�H�W��m���E�H
�D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\���L�Q�W�H�J�H�U�����D�Q�G���W�K�H�Q���S�U�R�F�H�H�G���E�\���U�H�F�X�U�V�L�R�Q���R�Q��n�����-�X�V�W���D�V���W�K�H���E�D�V�H
�F�D�V�H���I�R�U���D�Q���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���S�U�R�R�I���Q�H�H�G���Q�R�W���E�H��n��� ���������W�K�H���E�D�V�H���I�R�U���D���U�H�F�X�U�V�L�Y�H
�G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���F�D�Q���D�O�V�R���E�H���D���Q�X�P�E�H�U���R�W�K�H�U���W�K�D�Q���������,�Q���W�K�L�V���F�D�V�H���Z�H���D�U�H���R�Q�O�\
�L�Q�W�H�U�H�V�W�H�G���L�Q��n���C��m�����V�R���Z�H���W�D�N�H��n��� ��m���D�V���W�K�H���E�D�V�H���I�R�U���R�X�U���U�H�F�X�U�V�L�R�Q��

�7�U�\�L�Q�J���W�K�L�V���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���R�X�W���R�Q���W�K�H���S�U�H�Y�L�R�X�V���H�[�D�P�S�O�H�����Z�H���J�H�W

�M�X�V�W���D�V���Z�H���Z�D�Q�W�H�G��
�&�O�H�D�U�O�\���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���D�Q�G���U�H�F�X�U�V�L�R�Q���D�U�H���F�O�R�V�H�O�\���U�H�O�D�W�H�G�����V�R���L�W���V�K�R�X�O�G�Q�
�W���E�H

�V�X�U�S�U�L�V�L�Q�J���W�K�D�W���L�I���D���F�R�Q�F�H�S�W���K�D�V���E�H�H�Q���G�H�I�L�Q�H�G���E�\���U�H�F�X�U�V�L�R�Q�����W�K�H�Q���S�U�R�R�I�V
�L�Q�Y�R�O�Y�L�Q�J���W�K�L�V���F�R�Q�F�H�S�W���D�U�H���R�I�W�H�Q���E�H�V�W���G�R�Q�H���E�\���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q�����)�R�U���H�[�D�P�S�O�H�����L�Q
�6�H�F�W�L�R�Q�����������Z�H���V�D�Z���V�R�P�H���S�U�R�R�I�V���E�\���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���W�K�D�W���L�Q�Y�R�O�Y�H�G���V�X�P�P�D�W�L�R�Q�V���D�Q�G
�H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�W�L�R�Q�����D�Q�G���Q�R�Z���Z�H���K�D�Y�H���V�H�H�Q���W�K�D�W���V�X�P�P�D�W�L�R�Q�V���D�Q�G���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�W�L�R�Q



�F�D�Q���E�H���G�H�I�L�Q�H�G���U�H�F�X�U�V�L�Y�H�O�\�����%�H�F�D�X�V�H���W�K�H���I�D�F�W�R�U�L�D�O���I�X�Q�F�W�L�R�Q���F�D�Q���D�O�V�R���E�H
�G�H�I�L�Q�H�G���U�H�F�X�U�V�L�Y�H�O�\�����S�U�R�R�I�V���L�Q�Y�R�O�Y�L�Q�J���I�D�F�W�R�U�L�D�O�V���D�O�V�R���R�I�W�H�Q���X�V�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q��

Example 6.3.1.���3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���H�Y�H�U�\��n���C��������n�����!����n��

Scratch work

�%�H�F�D�X�V�H���W�K�H���S�U�R�E�O�H�P���L�Q�Y�R�O�Y�H�V���I�D�F�W�R�U�L�D�O���D�Q�G���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�W�L�R�Q�����E�R�W�K���R�I���Z�K�L�F�K
�D�U�H���G�H�I�L�Q�H�G���U�H�F�X�U�V�L�Y�H�O�\�����L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�H�H�P�V���O�L�N�H���D���J�R�R�G���P�H�W�K�R�G���W�R���X�V�H�����7�K�H
�E�D�V�H���F�D�V�H���Z�L�O�O���E�H��n��� ���������D�Q�G���L�W���L�V���M�X�V�W���D���P�D�W�W�H�U���R�I���V�L�P�S�O�H���D�U�L�W�K�P�H�W�L�F���W�R���F�K�H�F�N
�W�K�D�W���W�K�H���L�Q�H�T�X�D�O�L�W�\���L�V���W�U�X�H���L�Q���W�K�L�V���F�D�V�H�����)�R�U���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����R�X�U���L�Q�G�X�F�W�L�Y�H
�K�\�S�R�W�K�H�V�L�V���Z�L�O�O���E�H��n�����!����n�����D�Q�G���Z�H���P�X�V�W���S�U�R�Y�H���W�K�D�W����n���������������!����n���������2�I
�F�R�X�U�V�H�����W�K�H���Z�D�\���W�R���U�H�O�D�W�H���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�Y�H���K�\�S�R�W�K�H�V�L�V���W�R���W�K�H���J�R�D�O���L�V���W�R���X�V�H���W�K�H
�U�H�F�X�U�V�L�Y�H���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q�V���R�I���I�D�F�W�R�U�L�D�O���D�Q�G���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�W�L�R�Q�����Z�K�L�F�K���W�H�O�O���X�V���W�K�D�W����n����
��������� ����n�������������w��n�����D�Q�G����n������� ����n���w���������2�Q�F�H���W�K�H�V�H���H�T�X�D�W�L�R�Q�V���D�U�H���S�O�X�J�J�H�G���L�Q�����W�K�H
�U�H�V�W���L�V���I�D�L�U�O�\���V�W�U�D�L�J�K�W�I�R�U�Z�D�U�G��

Solution

Theorem.��For every n���C����, n�����!����n.

Proof.���%�\���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q��

�%�D�V�H���F�D�V�H�����:�K�H�Q��n��� �������Z�H���K�D�Y�H��n����� ���������!��������� ����n��
�,�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����/�H�W��n���C�������E�H���D�U�E�L�W�U�D�U�\���D�Q�G���V�X�S�S�R�V�H���W�K�D�W��n�����!����n�����7�K�H�Q

�y

Example 6.3.2.���3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���H�Y�H�U�\���U�H�D�O���Q�X�P�E�H�U��a���D�Q�G���D�O�O���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V
m���D�Q�G��n����am��n��� ��am���w��an��

Scratch work

�7�K�H�U�H���D�U�H���W�K�U�H�H���X�Q�L�Y�H�U�V�D�O���T�X�D�Q�W�L�I�L�H�U�V���K�H�U�H�����D�Q�G���Z�H�
�O�O���W�U�H�D�W���W�K�H���I�L�U�V�W���W�Z�R
�G�L�I�I�H�U�H�Q�W�O�\���I�U�R�P���W�K�H���W�K�L�U�G�����: �H���O�H�W��a���D�Q�G��m���E�H���D�U�E�L�W�U�D�U�\���D�Q�G���W�K�H�Q���X�V�H



�P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���W�R���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���‹n���“ ��N��am��n��� ��am���w��an�������7�K�H���N�H�\

�D�O�J�H�E�U�D�L�F���I�D�F�W���L�Q���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S���Z�L�O�O���E�H���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D��an������� ��an���w��a���I�U�R�P���W�K�H
�U�H�F�X�U�V�L�Y�H���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���R�I���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�W�L�R�Q��

Solution

Theorem.��For every real number a and all natural numbers m and n, am��n

� ��am���w��an.

Proof.���/�H�W��a���E�H���D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\���U�H�D�O���Q�X�P�E�H�U���D�Q�G��m���D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��
�: �H���Q�R�Z���S�U�R�F�H�H�G���E�\���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���R�Q��n��

�%�D�V�H���F�D�V�H�����:�K�H�Q��n��� ���������Z�H���K�D�Y�H��am��n��� ��am������� ��am��� ��am���w������� ��am���w��a����� ��am

�w��an��
�,�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����6�X�S�S�R�V�H��am��n��� ��am���w��an�����7�K�H�Q

�y

Example 6.3.3.���$���V�H�T�X�H�Q�F�H���R�I���Q�X�P�E�H�U�V��a������a������a�������������������L�V���G�H�I�L�Q�H�G���U�H�F�X�U�V�L�Y�H�O�\
�D�V���I�R�O�O�R�Z�V��

�)�L�Q�G���D���I�R�U�P�X�O�D���I�R�U��an���D�Q�G���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���\�R�X�U���I�R�U�P�X�O�D���L�V���F�R�U�U�H�F�W��

Scratch work

�,�W�
�V���S�U�R�E�D�E�O�\���D���J�R�R�G���L�G�H�D���W�R���V�W�D�U�W���R�X�W���E�\���F�R�P�S�X�W�L�Q�J���W�K�H���I�L�U�V�W���I�H�Z���W�H�U�P�V���L�Q���W�K�H
�V�H�T�X�H�Q�F�H�����: �H���D�O�U�H�D�G�\���N�Q�R�Z��a����� ���������V�R���S�O�X�J�J�L�Q�J���L�Q��n��� �������L�Q���W�K�H���V�H�F�R�Q�G
�H�T�X�D�W�L�R�Q���Z�H���J�H�W��a����� ����a������������� ��������������� ���������7�K�X�V�����S�O�X�J�J�L�Q�J���L�Q��n��� ���������Z�H���J�H�W��a��

� ����a������������� ��������������� ���������&�R�Q�W�L�Q�X�L�Q�J���L�Q���W�K�L�V���Z�D�\���Z�H���J�H�W���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���W�D�E�O�H���R�I
�Y�D�O�X�H�V��



�$�K�D�����7�K�H���Q�X�P�E�H�U�V���Z�H�
�U�H���J�H�W�W�L�Q�J���D�U�H���R�Q�H���O�H�V�V���W�K�D�Q���W�K�H���S�R�Z�H�U�V���R�I���������,�W
�O�R�R�N�V���O�L�N�H���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D���L�V���S�U�R�E�D�E�O�\��an��� ����

n���9���������E�X�W���Z�H���F�D�Q�
�W���E�H���V�X�U�H���W�K�L�V���L�V
�U�L�J�K�W���X�Q�O�H�V�V���Z�H���S�U�R�Y�H���L�W�����)�R�U�W�X�Q�D�W�H�O�\�����L�W���L�V���I�D�L�U�O�\���H�D�V�\���W�R���S�U�R�Y�H���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D
�E�\���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q��

Solution

Theorem.��If the sequence a������a������a������������������is defined by the recursive
definition given earlier, then for every natural number n, an��� ����

n���9������

Proof.���%�\���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q��
�%�D�V�H���F�D�V�H����a����� ������� ����

�����9������

�,�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����6�X�S�S�R�V�H��an��� ����
n���9���������7�K�H�Q

�y
�: �H���H�Q�G���W�K�L�V���V�H�F�W�L�R�Q���Z�L�W�K���D���U�D�W�K�H�U���X�Q�X�V�X�D�O���H�[�D�P�S�O�H�����: �H�
�O�O���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U

�H�Y�H�U�\���U�H�D�O���Q�X�P�E�H�U��x���!���9�����D�Q�G���H�Y�H�U�\���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n��������������x��n���!��nx�����$
�Q�D�W�X�U�D�O���Z�D�\���W�R���S�U�R�F�H�H�G���Z�R�X�O�G���E�H���W�R���O�H�W��x���!���9�����E�H���D�U�E�L�W�U�D�U�\�����D�Q�G���W�K�H�Q���X�V�H
�L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���R�Q��n�����,�Q���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S���Z�H���D�V�V�X�P�H���W�K�D�W������������x��n���!��nx�����D�Q�G���W�K�H�Q
�W�U�\���W�R���S�U�R�Y�H���W�K�D�W������������x��n�������!����n����������x�����%�H�F�D�X�V�H���Z�H�
�Y�H���D�V�V�X�P�H�G��x���!���9�������Z�H
�K�D�Y�H����������x���!���������V�R���Z�H���F�D�Q���P�X�O�W�L�S�O�\���E�R�W�K���V�L�G�H�V���R�I���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�Y�H���K�\�S�R�W�K�H�V�L�V������
����x��n���!��nx���E�\����������x���W�R���J�H�W

�%�X�W���W�K�H���F�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q���Z�H���Q�H�H�G���I�R�U���W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S���L�V������������x��n�������!����n����������x��
�D�Q�G���L�W�
�V���Q�R�W���F�O�H�D�U���K�R�Z���W�R���J�H�W���W�K�L�V���F�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q���I�U�R�P���W�K�H���L�Q�H�T�X�D�O�L�W�\���Z�H�
�Y�H
�G�H�U�L�Y�H�G��



�2�X�U���V�R�O�X�W�L�R�Q���W�R���W�K�L�V���G�L�I�I�L�F�X�O�W�\���Z�L�O�O���E�H���W�R���U�H�S�O�D�F�H���R�X�U���R�U�L�J�L�Q�D�O���S�U�R�E�O�H�P���Z�L�W�K
�D���S�U�R�E�O�H�P���W�K�D�W���D�S�S�H�D�U�V���W�R���E�H���K�D�U�G�H�U���E�X�W���L�V���D�F�W�X�D�O�O�\���H�D�V�L�H�U�����,�Q�V�W�H�D�G���R�I���S�U�R�Y�L�Q�J
�W�K�H���L�Q�H�T�X�D�O�L�W�\������������x��n���!��nx���G�L�U�H�F�W�O�\�����Z�H�
�O�O���S�U�R�Y�H������������x��n���C����������nx�����D�Q�G���W�K�H�Q
�R�E�V�H�U�Y�H���W�K�D�W���V�L�Q�F�H����������nx���!��nx�����L�W���I�R�O�O�R�Z�V���L�P�P�H�G�L�D�W�H�O�\���W�K�D�W������������x��n���!��nx��
�<�R�X���P�L�J�K�W���W�K�L�Q�N���W�K�D�W���L�I���Z�H���K�D�G���G�L�I�I�L�F�X�O�W�\���S�U�R�Y�L�Q�J������������x��n���!��nx�����Z�H�
�O�O���V�X�U�H�O�\
�K�D�Y�H���P�R�U�H���G�L�I�I�L�F�X�O�W�\���S�U�R�Y�L�Q�J���W�K�H���V�W�U�R�Q�J�H�U���V�W�D�W�H�P�H�Q�W������������x��n���C����������nx�����%�X�W���L�W
�W�X�U�Q�V���R�X�W���W�K�D�W���W�K�H���D�S�S�U�R�D�F�K���Z�H���W�U�L�H�G���X�Q�V�X�F�F�H�V�V�I�X�O�O�\���R�Q���W�K�H���R�U�L�J�L�Q�D�O���S�U�R�E�O�H�P
�Z�R�U�N�V���S�H�U�I�H�F�W�O�\���R�Q���W�K�H���Q�H�Z���S�U�R�E�O�H�P��

Theorem 6.3.4.��For every x���!�9����and every natural number n,��������x��n���!��nx.

Proof.���/�H�W��x���!���9�����E�H���D�U�E�L�W�U�D�U�\�����: �H���Z�L�O�O���S�U�R�Y�H���E�\���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���W�K�D�W���I�R�U���H�Y�H�U�\
�Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n��������������x��n���C����������nx�����I�U�R�P���Z�K�L�F�K���L�W���F�O�H�D�U�O�\���I�R�O�O�R�Z�V���W�K�D�W����������
x��n���!��nx��

�%�D�V�H���F�D�V�H�����,�I��n��� ���������W�K�H�Q������������x��n��� ������������x������� ������� ��������������� ����������nx��
�,�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����6�X�S�S�R�V�H������������x��n���C����������nx�����7�K�H�Q

�y

Exercises
�
���� �)�L�Q�G���D���I�R�U�P�X�O�D���I�R�U�����D�Q�G���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���\�R�X�U���I�R�U�P�X�O�D���L�V���F�R�U�U�H�F�W��

���� �3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O��n���C������

���� �3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O��n���C������



���� �3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O��n���“ ��N��

���� �6�X�S�S�R�V�H��r���L�V���D���U�H�D�O���Q�X�P�E�H�U���D�Q�G��r���@���������3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O��n���“ ��N��
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(The numbers q and r are called the quotient and remainder when n is
divided by m.)
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Theorem 6.5.1.��Suppose f����A���0��A and B��
� ��A. Let the sets B������B������B����, . . .
be defined recursively as follows:

Then the closure of B under f is the set��
Nn�“ N��Bn.
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�L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S��

�: �H���H�Q�G���W�K�L�V���F�K�D�S�W�H�U���E�\���U�H�W�X�U�Q�L�Q�J���R�Q�F�H���D�J�D�L�Q���W�R���R�Q�H���R�I���W�K�H���S�U�R�R�I�V���L�Q���W�K�H
�L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q�����5�H�F�D�O�O���W�K�D�W���L�Q���R�X�U���I�L�U�V�W���S�U�R�R�I���L�Q���W�K�H���L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q���Z�H���X�V�H�G���W�K�H
�I�R�U�P�X�O�D

�: �H���G�L�V�F�X�V�V�H�G���W�K�L�V���S�U�R�R�I���D�J�D�L�Q���L�Q���6�H�F�W�L�R�Q�����������D�Q�G���S�U�R�P�L�V�H�G���W�R���J�L�Y�H���D���P�R�U�H
�F�D�U�H�I�X�O���S�U�R�R�I���R�I���W�K�L�V���I�R�U�P�X�O�D���D�I�W�H�U���Z�H���K�D�G���G�L�V�F�X�V�V�H�G���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O



�L�Q�G�X�F�W�L�R�Q�����: �H���D�U�H���U�H�D�G�\���Q�R�Z���W�R���J�L�Y�H���W�K�L�V���P�R�U�H���F�D�U�H�I�X�O���S�U�R�R�I�����2�I���F�R�X�U�V�H�����Z�H
�F�D�Q���D�O�V�R���V�W�D�W�H���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D���P�R�U�H���S�U�H�F�L�V�H�O�\���Q�R�Z�����X�V�L�Q�J���V�X�P�P�D�W�L�R�Q���Q�R�W�D�W�L�R�Q��

Theorem 6.5.2.��For all positive integers a and b,

Proof.���: �H���O�H�W��b���E�H���D�Q���D�U�E�L�W�U�D�U�\���S�R�V�L�W�L�Y�H���L�Q�W�H�J�H�U���D�Q�G���W�K�H�Q���S�U�R�F�H�H�G���E�\
�L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���R�Q��a��

�%�D�V�H���F�D�V�H�����:�K�H�Q��a��� �������Z�H���K�D�Y�H

�,�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����6�X�S�S�R�V�H��a���C�������D�Q�G�� ���7�K�H�Q

�y

Exercises
�
���� �/�H�W��f����R���0��R���E�H���G�H�I�L�Q�H�G���E�\���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D��f��x����� ��x���������D�Q�G���O�H�W��B��� ���^���`�����: �H

�V�D�Z���L�Q���S�D�U�W�������R�I���(�[�D�P�S�O�H���������������W�K�D�W���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��B���X�Q�G�H�U��f���L�V��N�����:�K�D�W
�D�U�H���W�K�H���V�H�W�V��B������B������B�������������������G�H�I�L�Q�H�G���L�Q���7�K�H�R�U�H�P�������������"



���� �/�H�W��f����R���0��R���E�H���G�H�I�L�Q�H�G���E�\���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D��f��x����� ��x���9���������D�Q�G���O�H�W��B��� ��N�����: �H
�V�D�Z���D�I�W�H�U���(�[�D�P�S�O�H���������������W�K�D�W���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��B���X�Q�G�H�U��f���L�V��Z�����:�K�D�W���D�U�H���W�K�H
�V�H�W�V��B������B������B�������������������G�H�I�L�Q�H�G���L�Q���7�K�H�R�U�H�P�������������"

���� �6�X�S�S�R�V�H���>���L�V���D���V�H�W���R�I���I�X�Q�F�W�L�R�Q�V���I�U�R�P��A���W�R��A���D�Q�G��B��
� ��A�����,�Q���H�[�H�U�F�L�V�H������

�R�I���6�H�F�W�L�R�Q�����������Z�H���G�H�I�L�Q�H�G���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��B���X�Q�G�H�U���>���W�R���E�H���W�K�H���V�P�D�O�O�H�V�W���V�H�W

C��
� ��A���V�X�F�K���W�K�D�W��B��
� ��C���D�Q�G���I�R�U���H�Y�H�U�\��f���“ ���>����C���L�V���F�O�R�V�H�G���X�Q�G�H�U��f�����/�H�W���W�K�H

�V�H�W�V��B������B������B�������������������E�H���G�H�I�L�Q�H�G���U�H�F�X�U�V�L�Y�H�O�\���D�V���I�R�O�O�R�Z�V��

�3�U�R�Y�H���W�K�D�W�����L�V���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��B���X�Q�G�H�U���>��

�
���� �)�R�U���H�D�F�K���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U��n�����O�H�W��fn����P��N�����0��P��N�����E�H���G�H�I�L�Q�H�G���E�\���W�K�H

�I�R�U�P�X�O�D��fn����X����� ��X���µ���n̂�`�����D�Q�G���O�H�W���>��� ���f̂n���_��n���“ ��N�`�����/�H�W��B��� ��� �̂• �`�����,�Q���S�D�U�W

���E�����R�I���H�[�H�U�F�L�V�H���������L�Q���6�H�F�W�L�R�Q�����������\�R�X���V�K�R�Z�H�G���W�K�D�W���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��B���X�Q�G�H�U
�>���L�V���W�K�H���V�H�W���R�I���D�O�O���I�L�Q�L�W�H���V�X�E�V�H�W�V���R�I��N�����:�K�D�W���D�U�H���W�K�H���V�H�W�V��B������B������B����������������

�G�H�I�L�Q�H�G���L�Q���H�[�H�U�F�L�V�H�����"
�
���� �/�H�W��f����N���—��N���0��N���E�H���G�H�I�L�Q�H�G���E�\���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D��f��x����y����� ��xy�����/�H�W��P���E�H���W�K�H

�V�H�W���R�I���D�O�O���S�U�L�P�H���Q�X�P�E�H�U�V�����:�K�D�W���L�V���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��P���X�Q�G�H�U��f�"
���� �&�R�Q�V�L�G�H�U���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���L�Q�F�R�U�U�H�F�W���W�K�H�R�U�H�P��

Incorrect Theorem.��Suppose f����A���—��A���0��A and B��
� ��A. Let the sets B����
B������B������������������be defined recursively as follows:

Then the closure of B under f is the set��

�:�K�D�W�
�V���Z�U�R�Q�J���Z�L�W�K���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���S�U�R�R�I���R�I���W�K�H���W�K�H�R�U�H�P�"

Proof.���/�H�W�� ���,�W���L�V���Q�R�W���K�D�U�G���W�R���V�H�H���W�K�D�W���H�D�F�K���V�H�W��Bn���L�V���D���V�X�E�V�H�W
�R�I��A�����V�R��C��
� ��A�����D�Q�G��B��� ��B����
� ��C��



�7�R���V�H�H���W�K�D�W��C���L�V���F�O�R�V�H�G���X�Q�G�H�U��f�����V�X�S�S�R�V�H��x����y���“ ��C�����7�K�H�Q���E�\���W�K�H
�G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���R�I��C�����W�K�H�U�H���L�V���V�R�P�H��m���“ ��N���V�X�F�K���W�K�D�W��x����y���“ ��Bm�����7�K�H�U�H�I�R�U�H��

�)�L�Q�D�O�O�\�����V�X�S�S�R�V�H��B��
� ��D��
� ��A���D�Q�G��D���L�V���F�O�R�V�H�G���X�Q�G�H�U��f�����7�R���S�U�R�Y�H���W�K�D�W��C

� ��D�����L�W���Z�L�O�O���V�X�I�I�L�F�H���W�R���S�U�R�Y�H���W�K�D�W���‹n���“ ��N��Bn��
� ��D�������: �H���S�U�R�Y�H���W�K�L�V���E�\

�L�Q�G�X�F�W�L�R�Q�����7�K�H���E�D�V�H���F�D�V�H���K�R�O�G�V���E�H�F�D�X�V�H��B����� ��B��
� ��D���E�\���D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q�����)�R�U
�W�K�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���V�W�H�S�����V�X�S�S�R�V�H��Bn��
� ��D���D�Q�G���O�H�W��x���“ ��Bn�������E�H���D�U�E�L�W�U�D�U�\�����%�\���W�K�H
�G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���R�I��Bn�������W�K�L�V���P�H�D�Q�V���W�K�D�W��x��� ��f��a����b�����I�R�U���V�R�P�H��a����b���“ ��Bn�����%�\���W�K�H
�L�Q�G�X�F�W�L�Y�H���K�\�S�R�W�K�H�V�L�V����Bn��
� ��D�����V�R��a����b���“ ��D�����D�Q�G���V�L�Q�F�H��D���L�V���F�O�R�V�H�G���X�Q�G�H�U
f�����L�W���I�R�O�O�R�Z�V���W�K�D�W��x��� ��f��a����b�����“ ��D�����7�K�H�U�H�I�R�U�H��Bn������
� ��D��

�y
�
���� �/�H�W��f����R���—��R���0��R���E�H���G�H�I�L�Q�H�G���E�\���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D��f��x����y����� ��xy�����D�Q�G���O�H�W��B��� ��� x̂

�“ ��R���_���9�����B��x���B�����`�����,�Q���W�K�L�V���S�U�R�E�O�H�P���\�R�X���Z�L�O�O���V�K�R�Z���W�K�D�W��f���D�Q�G��B���D�U�H���D
�F�R�X�Q�W�H�U�H�[�D�P�S�O�H���W�R���W�K�H���L�Q�F�R�U�U�H�F�W���W�K�H�R�U�H�P���L�Q���H�[�H�U�F�L�V�H������

���D���:�K�D�W���D�U�H���W�K�H���V�H�W�V��B������B������B�������������������G�H�I�L�Q�H�G���L�Q���W�K�H���L�Q�F�R�U�U�H�F�W���W�K�H�R�U�H�P�"
���E���6�K�R�Z���W�K�D�W�� ���L�V���Q�R�W���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��B���X�Q�G�H�U��f�����:�K�L�F�K���R�I���W�K�H���W�K�U�H�H

�S�U�R�S�H�U�W�L�H�V���L�Q���W�K�H���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���R�I���F�O�R�V�X�U�H�����'�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q�����������������G�R�H�V���Q�R�W���K�R�O�G�"
���F���:�K�D�W���L�V���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��B���X�Q�G�H�U��f�"
���� �6�X�S�S�R�V�H��f����A���—��A���0��A���D�Q�G��B��
� ��A�����/�H�W���W�K�H���V�H�W�V��B������B������B�������������������E�H���G�H�I�L�Q�H�G

�U�H�F�X�U�V�L�Y�H�O�\���D�V���I�R�O�O�R�Z�V��

���D���3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O���Q�D�W�X�U�D�O���Q�X�P�E�H�U�V��m���D�Q�G��n�����L�I��m���B��n���W�K�H�Q��Bm��
� ��Bn��
���+�L�Q�W�����/�H�W��m���E�H���D�U�E�L�W�U�D�U�\���D�Q�G���W�K�H�Q���X�V�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���R�Q��n����

���E���3�U�R�Y�H���W�K�D�W�����L�V���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��B���X�Q�G�H�U��f��
���� �6�X�S�S�R�V�H��f����A���0��A���D�Q�G��f���L�V���D���F�R�Q�V�W�D�Q�W���I�X�Q�F�W�L�R�Q�����L�Q���R�W�K�H�U���Z�R�U�G�V�����W�K�H�U�H���L�V

�V�R�P�H��c���“ ��A���V�X�F�K���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O��x���“ ��A����f��x����� ��c�����6�X�S�S�R�V�H��B��
� ��A�����:�K�D�W���D�U�H
�W�K�H���V�H�W�V��B������B������B�������������������G�H�I�L�Q�H�G���L�Q���7�K�H�R�U�H�P�������������"���: �K�D�W���L�V���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I
B���X�Q�G�H�U��f�"

������ �7�K�H�U�H���L�V���D�Q�R�W�K�H�U���S�U�R�R�I���L�Q���W�K�H���L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q���W�K�D�W���F�R�X�O�G���E�H���Z�U�L�W�W�H�Q���P�R�U�H
�U�L�J�R�U�R�X�V�O�\���X�V�L�Q�J���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q�����5�H�F�D�O�O���W�K�D�W���L�Q���W�K�H���S�U�R�R�I���R�I���7�K�H�R�U�H�P�������L�Q���W�K�H



�L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q���Z�H���X�V�H�G���W�K�H���I�D�F�W���W�K�D�W���L�I��n���L�V���D���S�R�V�L�W�L�Y�H���L�Q�W�H�J�H�U����x��� ����n��������
���������D�Q�G�������B��i���B��n�9�������W�K�H�Q����i�����������_����x����i�������8�V�H���L�Q�G�X�F�W�L�R�Q���W�R���S�U�R�Y�H���W�K�L�V�������: �H
�X�V�H�G���W�K�L�V���I�D�F�W���W�R���V�K�R�Z���W�K�D�W��x������i���L�V���Q�R�W���S�U�L�P�H����

�7�K�H���U�H�P�D�L�Q�L�Q�J���H�[�H�U�F�L�V�H�V���L�Q���W�K�L�V���V�H�F�W�L�R�Q���Z�L�O�O���X�V�H���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q��
�6�X�S�S�R�V�H��R��
� ��A���—��A�����/�H�W��R������R������R�������������������E�H���G�H�I�L�Q�H�G���U�H�F�X�U�V�L�Y�H�O�\���D�V���I�R�O�O�R�Z�V��

�&�O�H�D�U�O�\���I�R�U���H�Y�H�U�\���S�R�V�L�W�L�Y�H���L�Q�W�H�J�H�U��n����Rn���L�V���D���U�H�O�D�W�L�R�Q���R�Q��A��

������ �6�X�S�S�R�V�H��R��
� ��A���—��A�����3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���D�O�O���S�R�V�L�W�L�Y�H���L�Q�W�H�J�H�U�V��m���D�Q�G��n����Rm��n��� 
Rm���†��Rn��

������ �6�X�S�S�R�V�H��f����A���0��A��

���D���3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���H�Y�H�U�\���S�R�V�L�W�L�Y�H���L�Q�W�H�J�H�U��n����fn����A���0��A��
���E���6�X�S�S�R�V�H��B��
� ��A�����D�Q�G���O�H�W���W�K�H���V�H�W�V��B������B������B�������������������E�H���G�H�I�L�Q�H�G���D�V���L�Q

�7�K�H�R�U�H�P�����������������3�U�R�Y�H���W�K�D�W���I�R�U���H�Y�H�U�\���S�R�V�L�W�L�Y�H���L�Q�W�H�J�H�U��n����fn����B����� ��Bn��

������ �6�X�S�S�R�V�H��f����A���0��A���D�Q�G��a���“ ��A�����: �H���V�D�\���W�K�D�W��a���L�V���D��periodic point���I�R�U��f���L�I
�W�K�H�U�H���L�V���V�R�P�H���S�R�V�L�W�L�Y�H���L�Q�W�H�J�H�U��n���V�X�F�K���W�K�D�W��fn����a����� ��a��

���D���6�K�R�Z���W�K�D�W���L�I��a���L�V���D���S�H�U�L�R�G�L�F���S�R�L�Q�W���I�R�U��f���W�K�H�Q���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��� â�`���X�Q�G�H�U��f���L�V
�D���I�L�Q�L�W�H���V�H�W��

���E���6�X�S�S�R�V�H���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I��� â�`���X�Q�G�H�U��f���L�V���D���I�L�Q�L�W�H���V�H�W�����0�X�V�W��a���E�H���D���S�H�U�L�R�G�L�F
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